
Kapitel 7

Komplexit�atsklassen

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, welche Beziehungen zwischen den PRAM Klas-
sen EREW(p; t), CREW(p; t), CRCW(p; t) und den Turing-Maschinen Klassen DTIME(f),
NTIME(f), DSPACE(f), NSPACE(f) existieren. In Abschnitt 7.1 werden zun�achst einige
grundlegende De�nitionen bzgl. Turing-Maschinen wiederholt. Abschnitt 7.2 zeigt an Beispie-
len den Zusammenhang zwischen Entscheidungsproblemen und den von Turing-Maschinen
akzeptierten Sprachen. Anschlie�end wird die Technik der Reduktion einer Sprache auf eine
andere vorgestellt. In Abschnitt 7.3 werden die PRAM Klassen n�aher untersucht. Insbeson-
dere wird dort auf die nur schwer parallelisierbaren Probleme eingegangen, welche die Klasse
der P-vollst�andigen Probleme bilden.

7.1 Grundlegende De�nitionen bzgl. Turing-Maschinen

De�nition 7.1 (Turing-Maschine)

Eine k-Band Turing-Maschine M ist beschrieben durch M = (Q;�;�; Æ; q0; F ) mit:

Q : endliche Menge von Zust�anden
� : endliche Menge von Eingabesymbolen
� : endliche Menge von Bandsymbolen
Æ : �Ubergangsfunktion mit

Æ : Q� �k 7! Q� �k � f�1; 0;+1gk (det. TM)
Æ : Q� �k 7! Pot(Q� �k � f�1; 0;+1gk) (nicht-det. TM)

q0 : Startzustand, q0 2 Q
F : endliche Menge von Endzust�anden, F � Q

De�nition 7.2 (Kon�guration)

SeiM = (Q;�;�; Æ; q0; F ) eine k-Band Turing-Maschine. Ein Tupel (q; w1; : : : ; wk; h1; : : : ; hk)
aus Q� (��)k� INk hei�t Kon�guration von M . Dabei bezeichnet q den Zustand, in dem sich
die TM be�ndet. Die Worte w1; : : : ; wk geben den Inhalt der k Arbeitsb�ander an. Die Zahlen
h1; : : : ; hk beschreiben die Positionen der k Lesek�opfe auf den k Arbeitsb�andern.
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De�nition 7.3 (akzeptierte Sprache)

Sei M = (Q;�;�; Æ; q0; F ) eine k-Band Turing-Maschine. Die von M akzeptierte Sprache
L(M) � �� ist de�niert als:

L(M) = fw 2 ��; (q0; w; �; : : : ; �| {z }
k�1

; 1; : : : ; 1| {z }
k

)
�7�! (t; : : :) mit t 2 Fg

De�nition 7.4 (Zeit-Komplexit�atsklassen)

Sei M eine Turing-Maschine. F�ur w 2 L(M) bezeichne tM (w) die Anzahl der Schritte, die
M bei Eingabe w ben�otigt, um einen Endzustand zu erreichen. Sei ferner f : IN ! IR eine
Funktion. Dann sind die Klassen DTIME(f), NTIME(f) und P , NP wie folgt de�niert:

DTIME(f) := fL; 9 det. k-Band TM M mit L(M) = L und
tM (w) � c � f(jwj) 8w 2 Lg

NTIME(f) := fL; 9 nicht-det. k-Band TM M mit L(M) = L und
tM (w) � c � f(jwj) 8w 2 Lg

P :=
S
d
DTIME(nd)

NP :=
S
d
NTIME(nd)

De�nition 7.5 (o�-line Turing-Maschine)

Eine k-Band o�-line Turing-Maschine ist eine spezielle (k+1)-Band Turing-Maschine, die ne-
ben den k Arbeitsb�andern ein zus�atzliches Eingabeband besitzt, auf das nur lesend zugegri�en
werden darf. Eine k-Band o�-line Turing-Maschine mit Ausgabeband besitzt dar�uberhinaus
ein Band, auf das nur geschrieben werden darf. Der Kopf wandert dabei von links nach rechts.

De�nition 7.6 (Platz-Komplexit�atsklassen)

Sei M eine o�-line Turing-Maschine. F�ur w 2 L(M) bezeichne sM(w) die Anzahl der Spei-
cherzellen auf den Arbeitsb�andern, die M bei Eingabe w ben�otigt, um einen Endzustand
zu erreichen. Sei ferner f : IN ! IR eine Funktion. Dann sind die Klassen DSPACE(f),
NSPACE(f) und L, NL wie folgt de�niert:

DSPACE(f) := fL; 9 det. k-Band o�-line TM M mit L(M) = L und
sM (w) � c � f(jwj) 8w 2 Lg

NSPACE(f) := fL; 9 nicht-det. k-Band o�-line TM M mit L(M) = L und
sM (w) � c � f(jwj) 8w 2 Lg

L := DSPACE(log n)

NL := NSPACE(log n)

De�nition 7.7 (Berechnung einer Funktion)

Sei � ein endliches Alphabet und g : �� ! �� eine Funktion. Eine k-Band o�-line Turing-
Maschine M berechnet g, falls M auf Eingabe w 2 �� g(w) auf das Ausgabeband schreibt.

Schreibweise: Sei f : IN ! IR eine Funktion. Gilt sM (w) � c � f(jwj) 8w 2 ��, so
schreibt man g 2 DSPACE(f), falls M deterministisch und g 2 NSPACE(f), falls M nicht
deterministisch.
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7.2 Entscheidungsprobleme und Sprachen

Dem Studium der in Abschnitt 7.1 de�nierten Komplexit�atsklassen kommt in der Praxis
eine gro�e Bedeutung zu (vgl. [23]). Dies liegt daran, da� jedes kombinatorische Optimie-
rungsproblem als Entscheidungsproblem formuliert werden kann. Solche Probleme besitzen
als zul�assige L�osungen nur die Antworten Ja oder Nein. Mit Hilfe eines geeigneten Ko-
dierungsverfahrens kann das Entscheidungsproblem wiederum in eine Sprache �uber einem
endlichen Alphabet transformiert werden. Auf diese Weise ist es m�oglich, Optimierungs-
probleme in

"
Schwierigkeitsklassen\ einzuteilen. Dies soll am Beispiel des Traveling Sales-

man Problem (TSP) veranschaulicht werden. Eingabe des Problems ist eine endliche Menge
von St�adten C = fc1; : : : ; cmg und eine Distanzmatrix D 2 M(m; IN), die f�ur jedes Paar
ci; cj angibt, wie weit die St�adte auseinander liegen. L�osung des Problems ist eine Rundrei-
se < c�(1); c�(2); : : : ; c�(m); c�(1) >, auf der jede Stadt genau einmal besucht wird und deren
L�ange(

m�1X
i=1

D(c�(i); c�(i+1))

)
+D(c�(m); c�(1))

minimal ist. Das Traveling Salesman Problem kann wie folgt als Entscheidungsproblem for-
muliert werden:

Gegeben: Eine endliche Menge von St�adten C = fc1; : : : ; cmg, eine Distanzmatrix D 2
M(m; IN) und eine obere Schranke S 2 IN.

Frage: Gibt es eine Rundreise < c�(1); c�(2); : : : ; c�(m); c�(1) >, auf der jede Stadt genau
einmal besucht wird mit(

m�1X
i=1

D(c�(i); c�(i+1))

)
+D(c�(m); c�(1)) � S

Jeder Algorithmus, der das Minimierungsproblem in Polynomzeit l�ost, kann auch das Ent-
scheidungsproblem in Polynomzeit l�osen. Hierf�ur m�u�te der Algorithmus nach Bestimmung
der minimalen Rundreise nur noch zus�atzlich ihre L�ange berechnen und mit S vergleichen.
Aus dieser Beobachtung folgt unmittelbar: das Minimierungsproblem ist mindestens genauso
schwer zu l�osen wie das Entscheidungsproblem. Kann man also zeigen, da� die L�osung des
Entscheidungsproblems nur mit hohem Zeit- oder Platzaufwand berechnet werden kann, so
gilt dies erst recht f�ur die L�osung des Optimierungsproblems.

Um das Entscheidungsproblem als Sprache �uber einem endlichen Alphabet � formulieren
zu k�onnen, werden die St�adte in C, die Eintragungen der Distanzmatrix D und die obere
Schranke S geeignet kodiert. Dabei wird jede nat�urliche Zahl als Bin�arzahl dargestellt. Im
folgenden bezeichne code(C;D; S) diese Kodierung. Dann gilt:

LTSP = fcode(C;D; S) 2 ��; 9 Rundreise, die jede Stadt genau einmal besucht

mit
nPm�1

i=1 D(c�(i); c�(i+1))
o
+D(c�(m); c�(1)) � Sg

Man kann leicht zeigen, da� LTSP eine Sprache aus NP ist, d.h. LTSP 2 NTIME(nd) f�ur ein
d 2 IN. Dabei entspricht n der L�ange der Kodierung code(C;D; S). Ist z 2 IN die betragsm�a�ig
gr�o�te Zahl in der Distanzmatrix D, so gilt: n = O(m2 � log z).

Unbekannt
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Normalerweise unterscheidet man nicht zwischen dem Entscheidungsproblem und der dar-
aus abgeleiteten Sprache. Statt LTSP 2 NP schreibt man einfach TSP2 NP. Wir wollen
das oben Gesagte an einem weiteren Beispiel verdeutlichen. Das Graph Accessibility Problem
(GAP) ist wie folgt de�niert:

Gegeben: gerichteter Graph G = (V;E) und zwei Knoten u; v 2 V
Frage: existiert ein Weg von u nach v in G ?

Lemma 7.1

GAP 2 NL

Beweis:

Sei V = f0: : : : ; n � 1g. Der folgende nicht deterministische Algorithmus r�at einen Weg
u = w1 ! w2 ! : : : ! wr = v. Dazu werden zwei Hilfsvariablen x; y ben�otigt. Eine nicht
deterministische o�-line Turing-Maschine speichert diese Variablen auf zwei Hilfsb�andern ab.

nicht deterministischer Algorithmus
var x; y : integer;

begin
x := u;
while x 6= v do begin
w�ahle einen beliebigen Knoten y 2 V mit (x; y) 2 E;
x := y;

end;
accept;

end;

Die Eingabel�ange betr�agt bei einer bin�aren Kodierung der Knoten N = O(jEj�log n), jEj � n.
Zur Abspeicherung der Hilfsvariablen wird O(logn) = O(logN) Platz ben�otigt. Daher kann
der Algorithmus von einer logarithmisch platzbeschr�ankten, nicht deterministischen o�-line
Turing-Maschine ausgef�uhrt werden.

Bei der Einordnung von Problemen in Komplexit�atsklassen ist die Technik der Reduktion
eines Problems auf ein anderes von entscheidender Bedeutung. Stephen Cook [24] begr�undete
1971 mit Hilfe dieser Technik die Theorie der NP-Vollst�andigkeit. Formal kann die Reduktion
eines Problems auf ein anderes wie folgt de�niert werden:

De�nition 7.8 (Reduktion)

Seien L1 � ��
1 und L2 � ��

2 zwei Sprachen. L1 hei�t "
log-SPACE\ reduzierbar auf L2 genau

dann, wenn eine Funktion f : ��
1 ! ��

2 existiert mit:

1.) f 2 DSPACE(log n)
2.) w 2 L1 , f(w) 2 L2 8w 2 ��

1

Schreibweise: L1 �log L2

Unbekannt
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Durch �log wird eine Relation auf die Probleme einer Komplexit�atsklasse induziert. Dies
erm�oglicht eine De�nition der

"
schwersten\ Probleme einer Klasse.

De�nition 7.9 (Vollst�andigkeit)

Sei L0 eine Klasse von Sprachen. Eine Sprache L hei�t L0-vollst�andig (bzgl. �log ) genau
dann, wenn

1.) L 2 L0

2.) L0 �log L 8L0 2 L0

Satz 7.1

GAP ist NL-vollst�andig

Beweis:

Wir m�ussen zeigen, da� f�ur jede Sprache L 2 NL gilt: L �log GAP. Sei also L eine beliebige
Sprache aus NL. Dann existiert eine nicht deterministische o�-line Turing-Maschine M =
(Q;�;�; Æ; q0; F ) mit L(M) = L und sM(w) � c � log jwj 8w 2 L. Sei Kw die Menge aller
Kon�gurationen, die M bei Eingabe w mit Platzbeschr�ankung c � log jwj annehmen kann.
O.B.d.A sei angenommen, da� M nur ein Arbeitsband besitzt. Dann haben die Elemente aus
Kw die Form (q; h1; u; h2) mit

q 2 Q Zustand der TM
1 � h1 � jwj Kopfposition auf dem Eingabeband

u 2 ��c�log jwj Inschrift auf dem Arbeitsband
1 � h2 � c � log jwj Kopfposition auf dem Arbeitsband

Es folgt: jKwj = jQj � jwj � j�jc�log jwj � c � log jwj � jwjr f�ur ein r 2 IN. Wir konstruieren jetzt
einen Graphen Gw = (Kw; Ew) mit

Ew = f(k1; k2); k1; k2 2 Kw und k1 7! k2g

Ausgezeichnete Knoten des Graphen sind u = (q0; 1; �; 1) und v = (f; 1; �; 1). Knoten u ent-
spricht der Startkon�guration von M . Desweiteren sei angenommen, da� v die einzige End-
kon�guration ist, d.h. F = ffg. Das Tupel (Gw; u; v) ist nun Eingabe des Graph Accessibility
Problems. Dann gilt:

w 2 L, f(w) = (Gw; u; v) 2 GAP

Es verbleibt zu zeigen, da� f mit O(log jwj) Platz berechnet werden kann. Sei dazu fM eine
deterministische o�-line Turing-Maschine mit jeweils einem Eingabe-, Arbeits- und Ausgabe-
band. fM arbeitet auf Eingabe w wie folgt:

1. schreibe auf das Arbeitsband die Startkon�guration k = (q0; 1; �; 1) von M
2. simuliere einen Schritt von M
3. schreibe f�ur alle k0 mit k 7! k0 das Tupel (k; k0) auf das Ausgabeband
4. setze k := lexikographisch n�achste Kon�guration und gehe nach 2.
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Nach Termination steht auf dem Ausgabeband von fM die Kantenmenge Ew des Graphen Gw.
Wegen jKwj � jwjr gilt: jEwj � jwj2r. Die Ausgabe von fM besitzt also polynomielle L�ange.
Auf dem Arbeitsband von fM ist in jeder Iteration eine Kon�guration von M abgespeichert.
Die Kon�gurationen enthalten als gr�o�ten Wert die Inschrift u des Arbeitsbandes von M .
Da dieses c � log jwj platzbeschr�ankt ist, wird zur Abspeicherung der gesamten Kon�guration
ebenfalls nur O(log jwj) Platz ben�otigt. Damit ist auch fM O(log jwj) platzbeschr�ankt.

Die �log -Reduktion besitzt eine wichtige Eigenschaft: sie ist transitiv. Diese Eigenschaft
vereinfacht den Nachweis, da� eine Sprache L1 aus einer Klasse L0 zu den schwersten Sprachen
der Klasse geh�ort. Korollar 7.1 zeigt, da� hierzu lediglich eine Sprache L2 ben�otigt wird, von
der bereits gezeigt wurde, da� sie L0-vollst�andig ist.

Satz 7.2 (Transitivit�at der Reduktion)

Seien L1 � ��
1, L2 � ��

2 und L3 � ��
3 drei Sprachen mit L1 �log L2 und L2 �log L3, dann

gilt: L1 �log L3.

Der Beweis von Satz 7.2 ist dem Leser als �Ubungsaufgabe �uberlassen. An dieser Stelle sei
jedoch darauf hingewiesen, da� nicht einfach zwei logarithmisch platzbeschr�ankte, determi-
nistische o�-line Turing-Maschinen hintereinandergeschaltet werden k�onnen, da die Ausgabe
der ersten Turing-Maschine { wie im Beweis zu Satz 7.1 gesehen { polynomielle L�ange besitzen
kann.

Korollar 7.1

Sei L0 eine Sprachklasse und seien L1; L2 zwei Sprachen aus L0. Sei weiter L2 eine L0-
vollst�andige Sprache und L2 �log L1. Dann ist auch L1 eine L0-vollst�andige Sprache.

Beweis:

Da L2 L0-vollst�andig ist, gilt f�ur alle Sprachen L0 2 L0: L
0 �log L2. Wegen L2 �log L1 und

aufgrund der Transitivit�at von �log folgt sofort: L0 �log L1 8L0 2 L0.

Als n�achstes wird de�niert, was unter der Abgeschlossenheit einer Sprachklasse gegen�uber der
�log -Reduktion zu verstehen ist. Satz 7.3 zeigt eine wichtige Eigenschaft abgeschlossener
Sprachklassen.

De�nition 7.10 (Abgeschlossenheit einer Sprachklasse)

Sei L0 eine Sprachklasse. L0 hei�t abgeschlossen gegen�uber der �log -Reduktion, wenn aus
L1 2 L0 und L2 �log L1 folgt: L2 2 L0.

Satz 7.3 (Eigenschaft abgeschlossener Sprachklassen)

Seien L0;L00 zwei Sprachklassen. Sei L0 abgeschlossen gegen�uber der �log -Reduktion. Sei
weiter L eine L00-vollst�andige Sprache. Dann folgt aus L 2 L0 sofort: L00 � L0.

Unbekannt
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Satz 7.4

Die Sprachklassen L;NL;P ;NP sind abgeschlossen gegen�uber der �log -Reduktion.

Beweis:

Wir zeigen an dieser Stelle lediglich, da� P gegen�uber der �log -Reduktion abgeschlossen ist.
Seien also L1 � ��

1 und L2 � ��
2 zwei Sprachen mit L1 2 P und L2 �log L1. Dann existiert

eine deterministische Turing-MaschineM1, die in Zeit c �nd die Sprache L1 akzeptiert. Wegen
L2 �log L1 existiert eine Funktion f : ��

2 ! ��
1 mit f 2 DSPACE(log n) und w 2 L2 ,

f(w) 2 L1. Da DSPACE(log n) � P , kann f von einer Turing-Maschine M 0 in Polynomzeit
berechnet werden. Aus M1 und M 0 kann eine Turing-Maschine M2 konstruiert werden, die
L2 akzeptiert. M2 arbeitet wie folgt:

Auf Eingabe w 2 ��
2, berechnet M2 zun�achst f(w). Dies ist in Zeit jwjr m�oglich. Anschlie-

�end simuliertM2 die Turing-MaschineM1 auf Eingabe f(w). Wegen jf(w)j � jwjr werden
hierf�ur c � (jwjr)d = c � jwjr�d Zeiteinheiten gebraucht.

Insgesamt folgt: L(M2) = L2 und L2 2 P .

7.3 Eigenschaften der PRAM Klassen

In diesem Abschnitt werden einige Beziehungen zwischen den in Abschnitt 7.1 de�nierten
Sprachklassen und den in Abschnitt 2.2 de�nierten PRAM Klassen vorgestellt. Wir de�nieren
zun�achst eine neue Sprachklasse, welche alle

"
gut parallelisierbaren\ Probleme umfa�t. Diese

wurde zum ersten Mal von Nick Pippenger erw�ahnt und tr�agt deshalb den Namen Nick's
Class oder kurz NC.

De�nition 7.11 (Nick's Class)

NC =
[
p;q

CRCW(np; (log n)q)

Mit Hilfe des nachfolgenden Satzes kann man leicht zeigen, da� auch die Klasse NC gegen�uber
der �log -Reduktion abgeschlossen ist.

Satz 7.5

Sei f : IN ! IR, f(n) � logn, eine Funktion. Es gilt:

(1) DSPACE(f) � S
d
CREW(df(n); f(n))

(2) NSPACE(f) � S
d
CRCW(df(n); f(n))

Unbekannt
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Beweis:

Sei zun�achst L 2 DSPACE(f) beliebig und sei M = (Q;�;�; Æ; q0; F ) eine deterministische
o�-line Turing-Maschine mit L(M) = L und sM (w) � c � f(jwj) 8w 2 L. Wie im Beweis zu
Satz 7.1 gesehen, bestehtKw aus Tupeln der Form (q; h1; u; h2). F�ur jwj = n gilt: jKwj = jQj�n�
j�jc�f(n)�c�f(n) � df(n), f�ur ein d 2 IN. Der GraphGw = (Kw; Ew) mitEw = f(k1; k2); k1; k2 2
Kw und k1 7! k2g besitzt also h�ochstens df(n) Knoten. Mit d2�f(n) Prozessoren kann Ew

berechnet werden. Dabei wird Ew als Adjazenzmatrix A dargestellt. Jedem Prozessor wird ein
Kon�gurationspaar (ki; kj) zugeordnet. Der Prozessor bestimmt die Nachfolgekon�guration
von ki und vergleicht diese mit kj . Stimmen beide �uberein, so setzt er A[ki; kj ] = 1 und
A[ki; kj ] = 0 sonst. F�ur den Vergleich ben�otigt der Prozessor O(f(n)) Zeiteinheiten (Vergleich
der Inschrift auf dem Arbeitsband). Wir haben gesehen, da� w 2 L genau dann gilt, wenn es
in Gw von dem Startknoten u = (q0; 1; �; 1) einen Weg zu dem Endknoten v = (f; 1; �; 1) gibt.
Da M deterministisch, hat jeder Knoten in Gw den Ausgangsgrad � 1. In diesem Fall kann
auf einer CREW mit jKwj3 Prozessoren in Zeit O(log jKwj) bestimmt werden, ob ein Weg
zwischen u und v inGw existiert (Bildung des transitiven Abschlu�). Wegen jKwj � df(n), folgt
also insgesamt: L 2 CREW(d3�f(n); f(n)). Gilt L 2 NSPACE(f), so hat eine Kon�guration in
der Regel mehrere Nachfolgekon�gurationen. Daher k�onnen bei der Bildung des transitiven
Abschlu� Schreibkonikten auftreten. In diesem Fall gilt daher: L 2 CRCW(d3�f(n); f(n)).

Nach Satz 7.5 gilt DSPACE(log n) � S
d

CREW(nd; log n) und NL � S
d

CRCW(nd; log n).

Daher folgt:

Korollar 7.2

NC ist abgeschlossen gegen�uber �log
Korollar 7.3

NL � NC

Bezeichne im folgenden CRCW(p(n); t(n); z(n)) die Klasse aller Funktionen, die auf einer
CRCW-PRAM mit O(p(n)) Prozessoren in Zeit O(t(n)) berechnet werden k�onnen, wobei alle
w�ahrend der Berechnung auftretenden Zahlen � z(n) sind. D.h. z(n) ist die gr�o�te Zahl, die
bei einer Eingabe der L�ange n erzeugt wird. Dann gilt:

Satz 7.6

CRCW(p(n); t(n); z(n)) � DSPACE(t(n) � (log p(n) + log t(n) + log z(n)))

Beweis: (nur f�ur EREW-PRAM)

Sei M eine EREW-PRAM. Wir betrachten ein beliebiges PRAM-Programm, welches von
einem Compiler in die auf Seite 9 beschriebenen, elementaren Instruktionen von M �ubersetzt
worden ist. Dann gilt:

{ den Variablen und Datenstrukturen sind einzelne Speicherzellen (Register) zugeordnet
{ Schleifen sind zu GOTO-Anweisungen �ubersetzt worden

Unbekannt
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Betrachte jetzt die Funktionen

�(p; t) : Stellung des Programmz�ahlers von Prozessor p zum Zeitpunkt t
x(i; t) : Inhalt des Registers x[i] zum Zeitpunkt t

mit den Anfangsbedingungen

�(p; 1) = 1; 1 � p � p(n)
x(i; 0) �=

"
Eingabe\; 1 � i � n; /* x[1] : : : x[n] enthalten die Eingabe */

und folgender rekursiver De�nition

1.) falls �(p; t� 1) �=
"
x[i] := x[j]
 x[k]\, 
 2 f+;�; �; =g

x(i; t) = x(j; t � 1)
 x(k; t� 1)
�(p; t) = �(p; t� 1) + 1

2.) falls �(p; t� 1) �=
"
x[i] := x[x[j]]\

x(i; t) = x(x(j; t � 1); t� 1)
�(p; t) = �(p; t� 1) + 1

3.) falls �(p; t� 1) �=
"
x[x[i]] := x[j]\

x(x(i; t� 1); t) = x(i; t� 1)
�(p; t) = �(p; t� 1) + 1

4.) falls �(p; t� 1) �=
"
if x[i] = 0 then goto m\

�(p; t) =

(
�(p; t� 1) + 1; falls x(i; t� 1) 6= 0
m; falls x(i; t� 1) = 0

Eine deterministische o�-line Turing-Maschine, deren endliches Ged�achnis das PRAM Pro-
gramm von M enth�alt, kann die Funktionen �(p; t) und x(i; t) f�ur alle 1 � p � p(n),
1 � t � t(n), 1 � i � z(n) berechnen. Beachte: es gilt stets i � z(n), da der von M
benutzte Speicher beschr�ankt ist durch den gr�o�ten w�ahrend einer Berechnung auftreten-
den Registerinhalt (vgl. die indirekten Lade- und Speicheranweisungen

"
x[i] := x[x[j]]\ und

"
x[x[i]] := x[j]\).

Wir zeigen jetzt, da� die Funktionswerte �(p; t); x(i; t) mit Platz d � t � (log p(n)+ log t(n)+
log z(n)) berechnet werden k�onnen. Betrachte dazu die Fallunterscheidungen 1. bis 4. Zur
Berechnung eines Funktionswertes werden h�ochstens c Funktionswerte zum Zeitpunkt t � 1
ben�otigt. Diese c Funktionswerte werden nacheinander wie folgt berechnet:

(a) Lege die aktuellen Parameter p; t; i in einer Rekursionsschachtel ab
(b) Berechne den Funktionswert zum Zeitpunkt t� 1

F�ur jede Rekursionsschachtel wird Platz d � (log p(n) + log t(n) + log z(n)) ben�otigt. Bei einer
Rekursionstiefe von t ergibt sich so ein Platzbedarf von d � t � (log p(n) + log t(n) + log z(n)).
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Korollar 7.4

S
p;q;r

CRCW(np; (log n)q; nr) � S
d
DSPACE((log n)d) und insbesondere

CRCW(np; logn; nr) � DSPACE((log n)2)

Alle sequentiellen Berechnungsmodelle, die in der Literatur vorgeschlagen worden sind (z.B.
Turing-Maschinen, Registermaschinen oder �-rekursive Funktionen), haben sich als gleich
m�achtig erwiesen. Man kann also prinzipiell alle Aufgaben, die ein realer Computer bew�altigt,
auch mit einer Turing-Maschine l�osen. Diese Erkenntnis hat die Bezeichnung Church'sche
These erhalten. Ein Analogon bezogen auf parallele Berechnungsmodelle lautet:

Parallel Computation Thesis:

SeiM ein
"
vern�unftiges\ Berechnungsmodell. Bezeichne M(p(n); t(n)) die Klasse aller Pro-

bleme, die auf dem Berechnungsmodell mit O(p(n)) Prozessoren in Zeit O(t(n)) berechnet
werden k�onnen. Dann gilt:[

p;q

M(np; (log n)q) �
[
d

DSPACE((log n)d)

Unter der Annahme, da� die in einem PRAM Programm auftretenden Zahlen h�ochstens
polynomiell zur L�ange der Eingabe anwachsen, kann man nach Korollar 7.4 schreiben: NC �S
dDSPACE((log n)

d). Es wird vermutet, da� P keine Teilmenge von
S
dDSPACE((log n)

d)
ist. Unter dieser Annahme folgt f�ur eine P-vollst�andige Sprache L:

L =2
[
d

DSPACE((log n)d) und damit L =2 NC

Gelingt es jedoch f�ur eine P-vollst�andige Sprache L ein nach De�nition 2.2 eÆzientes PRAM
Programm anzugeben, so folgt aufgrund der Abgeschlossenheit von NC nach Satz 7.3 sofort:

P � NC �
[
d

DSPACE((log n)d)

Die Frage P ?
� NC ist also von �ahnlicher Bedeutung wie die Frage NP ?

� P . Abbildung 35
veranschaulicht nocheinmal die vermutete Lage der Komplexit�atsklassen.

Beispiele f�ur P-vollst�andige Probleme sind:

{ Wert eines Schaltkreises (Ladner; 1975)
{ Berechnung des maximalen Flusses bei exponentieller Kantenbewertung
{ Lexikographische Tiefensuche (Reif; 1985)
{ Berechnung einer lexikographisch maximalen unabh�angigen Menge (Cook; 1985)
{ Lineares Programmieren (Doblin,Lipton,Reiss; 1979)

Zum Abschlu� des Kapitels zeigen wir, da� die (konkurrierenden) Schreibzugri�e einer CRCW
PRAM sehr eÆzient von einer CREW PRAM mit derselben Prozessorenanzahl simuliert
werden k�onnen. Unter Verwendung des optimalen Sortieralgorithmus von Cole verursacht die
Simulation lediglich einen logarithmischen Zeitverlust.

Unbekannt
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DSPACE(log n)

DSPACE((log n) 2)

d )DSPACE((log n)

P − vollständig

P

U
d

Abbildung 35: Lage der Klassen unter der Annahme P 6� SdDSPACE((log n)
d)

Satz 7.7

CRCW(p(n); t(n)) � CREW(p(n); t(n) � log p(n))
Beweis:

Sei M eine CRCW-PRAM, die mit p(n) Prozessoren in Zeit t(n) arbeitet. Wir konstruieren
daraus eine CREW-PRAM fM , die einen Schritt von M in log p(n) Schritten simulieren kann.
Sei N = p(n). De�niere drei Hilfsarrays B;H;W : array[0 : : : N � 1] of integer. M�ochte inner-
halb einer parallelen for-Schleife Prozessor pi, 0 � pi < N , schreibend auf die Speicherzelle si
des globalen Speichers zugreifen, so wird die Anweisung

0. for 0 � i < N parallel do
1. A[si] := xi;

von der CREW-PRAM fM wie folgt abgearbeitet.

0. for 0 � i < N parallel do
1. H[i] := xi;
2. W [i] := (si; i);
3. SORT(W );
4. CHECK(W;H;B);
5. ODER(B);
6. if B[0] = 0 then SWRITE(W;H);

else Abbruch;

Wir werden im folgenden auf die einzelnen Schritte n�aher eingehen.

ad 1.:

Zun�achst wird in H[i] abgespeichert, was Prozessor i schreiben m�ochte.

Unbekannt
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ad 2.:

In W [i] wird durch das Tupel (si; i) abgespeichert, wohin Prozessor i schreiben m�ochte. Das
Tupel (si; i) wird kodiert durch die Zahl si �N + i.

ad 3.:

Das Array W wird mit Hilfe des Algorithmus von Cole sortiert. Nach der Sortierung stehen
die Tupel aller Prozessoren, die auf die gleiche Speicherzelle zugreifen wollen, hintereinander
in W .

ad 4.:

Das Unterprogramm CHECK testet, ob Schreibkonikte existieren. Dazu untersucht Pro-
zessor i die Eintr�age W [i] und W [i + 1]. Wird ein Schreibkonikt entdeckt, der von der
COMMON-CRCW M nicht h�atte aufgel�ost werden k�onnen. so wird B[i] auf 1 gesetzt, sonst
auf 0. Formal kann das Unterprogramm CHECK wie folgt beschrieben werden:

si :=W [i] div N ; /* dekodiere Tupel in W [i] */
pi := W [i] mod N ;
si+1 := W [i+ 1] div N ; /* dekodiere Tupel in W [i+ 1] */
pi+1 :=W [i+ 1] mod N ;

if (si = si+1) then /* pi; pi+1 m�ochten auf dieselbe Speicherzelle zugreifen */
if (H[pi] = H[pi+1]) then /* beide Prozessoren schreiben dasselbe */
B[i] := 0;

else
B[i] := 1; /* Schreibkonikt k�onnte von M nicht aufgel�ost werden */

ad 5.:

�Uber die Eintr�age B[i] wird das logische Oder gebildet.

ad 6.:

Nur wenn alle Schreibkonikte von der COMMON-CRCW M h�atten aufgel�ost werden
k�onnen, �ubertr�agt fM die Eintr�age von H nach A. Das Unterprogramm SWRITE kann wie
folgt beschrieben werden:

si :=W [i] div N ;
pi := W [i] mod N ;
si+1 := W [i+ 1] div N ;

if (si 6= si+1) then
A[pi] := H[pi];

Beachte: von allen Prozessoren, die schreibend auf si zugreifen wollen, schreibt derjenige
Prozessor, dessen Tupel in der Sortierung ganz hinten steht.

Die CREW-PRAM fM ben�otigt zur Ausf�uhrung der Schritte 1,2,4,6 jeweils konstante Zeit.
Die Schritte 3 und 5 k�onnen jeweils in Zeit O(logN) ausgef�uhrt werden.


